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FORMES MODULAIRES p-ADIQUES
par
Antoine Chambert-Loir
Résumé.  Ce texte orrespond à un exposé fait lors de la semaine
Formes modulaires et représentations galoisiennes  (Luminy, 1997). On ex-
pose la théorie des formes modulaires p-adiques, développée par Serre, Katz,
Hida, Wiles, Coleman: : :
Abstrat.  This is the text of a talk to the study week on Modular
forms and Galois representations held in Luminy, 1997. We give a survey of
p-adi modular forms, as developped by Serre, Katz, Hida, Wiles, Coleman
and others: : :
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Introdution
La motivation initiale de la théorie des formes modulaires p-adiques était
de onstruire la fontion zêta p-adique d'un orps totalement réel quelonque.
Rappelons simplement le as de Q. Considérons la fontion zêta de Riemann
dénie pour Re(s) > 1 par (s) =
P
1
n=1
n
 s
; elle admet un prolongement
méromorphe à C, ave un unique ple (simple) en s = 1. Si n est un entier > 1,
on a la formule (1 n) =  B
n
=n, le nombre de Bernoulli B
n
étant déni par
le développement
z
e
z
  1
=
1
X
n=0
B
n
z
n
n!
:
(Ils sont nuls pour n impair > 3.) En partiulier, les valeurs de la fontion
zêta aux entiers négatifs sont des nombres rationnels. Kubota et Leopoldt ont
déouvert que es valeurs sont p-adiquement  ontinues  et ont onstruit des
fontions analytiques 
p;
: Z
p
! Z
p
(resp. Z
p
n f1g ! Z
p
si  = 0, ave un
ple simple en s = 1), indexées par  2 2Z=(p   1)Z, telles que pour tout
entier pair n > 2,

p;
(1  n) = (1  p
n 1
)(1  n); n   (mod (p  1)):
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Pour k pair, la série d'Eisenstein
G
k
=  
B
k
2k
+
1
X
n=1

k 1
(n)q
n
=  
1
2
(1  k) +
1
X
n=1

k 1
(n)q
n
est une forme modulaire (non parabolique) de poids k pour le groupe SL(2;Z).
(On note lassiquement 
k 1
(n) =
P
djn
d
k 1
.) Alors, si 

k 1
(n) est la somme
des d
k 1
pour les diviseurs d de n qui sont premiers à p,
G

k
(q)
def
= G
k
(q)  p
k 1
G
k
(q
p
) =  
1
2
(1  p
k 1
)(1  k) +
1
X
n=1


k 1
(n)q
n
est une forme modulaire de poids k de niveau p. Si (k
i
) est une suite d'entiers
pairs tendant vers +1 dans R et vers k dans Z
p
, il est aisé de voir que
a
n
(G
k
i
) onverge vers a
n
(G

k
) pour tout n > 1 et e, uniformément. La théorie
des formes modulaires p-adiques développée par J-P. Serre lui a permis d'en
déduire (dans le as beauoup plus général d'un orps de nombres totalement
réel) la ontinuité p-adique du terme onstant, et don l'interpolation p-adique
des valeurs aux entiers négatifs de la fontion zêta de Riemann.
Une première façon de dénir les formes modulaires p-adiques est ainsi de
onsidérer des séries f 2 Z
p
[[q℄℄ qui sont p-adiquement limite uniforme de
développements de Fourier attahés à des formes modulaires usuelles. Ce point
de vue sera l'objet du  1.
On désire, en introduisant les formes modulaires p-adiques, expliquer les
propriétés purement p-adiques des formes modulaires, et en partiulier les
ongruenes p-adiques auxquelles elles donnent lieu. Si la théorie des formes
modulaires a un sens sur tout anneau, la onsidération des formes modulaires
sur Z
p
ne peut pas fournir une réponse adéquate à notre question, puisque
elles-i ne seront autres que les formes modulaires sur Z tensorisées par Z
p
.
On veut par exemple qu'une ongruene du type E
p 1
 1 (mod p) se reète
en une égalité E
p 1
= 1 + pf , où f serait une forme modulaire (p-adique). Or
une telle égalité est impossible ave une forme modulaire usuelle f : en évaluant
l'égalité préédente en une ourbe elliptique supersingulière sur F
p
, on obtient
0 = 1, la série d'Eisenstein E
p 1
étant ongrue à l'invariant de Hasse modulo p.
Élémentairement, on pourrait se ontenter de la série
f = (E
p 1
  1)=p =  
2(p  1)
pB
p 1
1
X
n=1

p 2
(n)q
n
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(rappelons que pB
p 1
est une unité p-adique). Il est en tout as néessaire
d'éviter  les ourbes elliptiques supersingulières, et 'est e que fait expliite-
ment N. Katz en développant une théorie modulaire  des formes modulaires
p-adiques, f. le  2.
Nous exposerons ensuite au  3 l'algèbre de Heke p-adique, onstruite par
H. Hida. Si  = Z
p
[[1 + pZ
p
℄℄ ' Z
p
[[T ℄℄, 'est une -algèbre. Nous dénirons
les formes modulaires ordinaires, ainsi que le fateur diret de l'algèbre de
Heke p-adique qui leur est attahé et onluerons e paragraphe en énonant
les théorèmes de Hida sur la struture de ette algèbre de Heke ordinaire.
Le paragraphe  4 est onsaré aux formes modulaires -adiques. Convenons
ii qu'une forme modulaire -adique est une série
F =
1
X
n=0
a
n
(T )q
n
; q
n
2  = Z
p
[[T ℄℄
telle que ses spéialisations
1
X
n=0
a
n
((1 + p)
k
  1)q
n
sont pour (presque) tout k > 2 le q-développement d'une forme modulaire
(usuelle) f
k
de poids k.
Nous expliquerons alors omment A. Wiles, redémontrant un théorème de
Hida
(1)
, attahe à une forme modulaire -adique une représentation galoisienne
 : Gal(Q=Q)! GL(2;)
qui par la spéialisation T ! (1+p)
k
 1 redonne la représentation galoisienne
attahée par Deligne à la forme modulaire f
k
.
Nous terminerons et exposé en dérivant au  5 les formes modulaires p-
adiques suronvergentes introduites par Katz, et revues du point de vue rigide-
analytique par R. Coleman.
Je remerie Jaques Tilouine pour ses onseils lors de la préparation de et
exposé.
Notations et onventions
Dans tout l'exposé, on xe un nombre premier p > 5. Soit C
p
la omplétion
d'une lture algébrique deQ
p
. On xe deux plongements Q ,! C etQ ,! C
p
.
La norme p-adique d'un élément de C
p
est normalisée par jpj
p
= 1=p.
(1)
en le généralisant, ar le résultat de Wiles est aussi valable pour les formes modulaires
ordinaires d'un orps totalement réel quelonque.
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On appelle anneau p-adique tout anneau A tel que A = lim
  
n
A=p
n
A.
Si N est un entier > 1, on dénit trois sous-groupes  
0
(N)   
1
(N)   (N)
de SL(2;Z) dont les éléments sont les matries
 
a b
 d

telles que  est multiple
de N (resp. de plus, d  1 (mod N), resp. de plus, b  0 (mod N)).
1. Développements de Fourier
Dans e paragraphe, les formes modulaires p-adiques que l'on introduit
sont des limites p-adiques de développements de Fourier de formes modulaires
usuelles. C'est ainsi que Serre [25℄ les a dénies originellement, lorsque le ni-
veau est 1. Néanmoins, l'extension de la théorie à un niveau quelonque, due
à Katz, néessite l'approhe plus sophistiquée du paragraphe suivant.
1.1. Dénition
Soit A un anneau sans p-torsion et p-adiquement omplet.
1.1.1. Caratères et poids.  Soit ! : Z

p
! 
p 1
 Z

p
la omposition de la
rédution modulo p et du relèvement de Teihmüller. On a un isomorphisme
Z

p
' 
p 1
 (1 + pZ
p
) donné par x 7! (!(x); x=!(x)). Ainsi, le groupe X des
aratères ontinus de Z

p
à valeurs dans Z
p
est-il naturellement isomorphe à
(Z=(p  1)Z) Z
p
. On assoie en eet à (i; k) le aratère

i;k
: Z

p
! Z

p
; x 7! !(x)
i
(x=!(x))
k
:
Lorsque N = 1 et A = Q
p
, Serre a donné dans [25, 1.4, b)℄ la dénition
suivante d'une forme modulaire p-adique.
Dénition 1.1.2.  Soient  2 X et N > 1 un entier premier à p. On dit
qu'une série f 2 A[[q℄℄ est une forme modulaire p-adique de poids  pour le
sous-groupe  
1
(N) s'il existe pour tout entier n > 1 une série f
n
2 A[[q℄℄,
q-développement d'une forme modulaire de poids k
n
pour  
1
(N), telle que
i) f  f
n
(mod p
n
) ;
ii) pour tout x 2 Z

p
, (x)  x
k
n
(mod p
n
).
Toute forme modulaire usuelle de poids k 2 N pour  
1
(N) est évidemment
une forme modulaire p-adique de poids le aratère x 7! x
k
. On dira aussi
qu'une forme modulaire p-adique est parabolique si son terme onstant est nul.
En utilisant la théorie des formes modulaires modulo p de Swinnerton-Dyer
(voir [26℄, ainsi que [24℄ et [25℄, 1.2), Serre prouve, dans le as N = 1, que pour
tout suite (f
n
) de formes modulaires de poids k
n
telle que f
n
 f (mod p
n
),
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la suite des aratères x 7! x
k
n
onverge vers  dans X ([25℄, théorème 2,
p. 202).
Il en déduit le résultat suivant (lo. it., orollaire 2, p. 204) :
Proposition 1.1.3.  Soit (f
i
=
P
a
n
(f
i
)q
n
) une suite de formes modu-
laires p-adiques dans Q
p
, de niveau 1 et de poids 
i
2 X. Supposons :
i) les oeients a
n
(f
i
) 2 Q
p
pour n > 1 onvergent uniformément vers
a
n
2 Q
p
lorsque i!1 ;
ii) les poids 
i
onvergent vers un aratère  2 X distint du aratère
unité 1.
Alors, le oeient a
0
(f
i
) a une limite a
0
2 Q
p
lorsque i!1 et la série
f =
1
X
n=0
a
n
q
n
est une forme modulaire p-adique de poids .
Il en déduit aussi l'existene des  séries d'Eisenstein p-adiques , autrement
dit l'existene d'une fontion ontinue, interpolation p-adique des valeurs de la
fontion zêta de Riemann aux entiers négatifs.
Exemple 1.1.4.  Soit  2 X un aratère pair, i.e. tel que ( 1) = 1. Pour
toute suite k
i
d'entiers pairs qui onverge vers  dans X, et vers +1 dans N,
les séries
G
0
k
i
=
1
X
n=1

k
i
 1
(n)q
n
(qui sont les séries d'Eisenstein G
k
i
privées de leur terme onstant) onvergent
vers la série
G
;0

=
1
X
n=1

X
djn
(d;p)=1
(d)=d

q
n
:
Il résulte alors de la proposition 1.1.3 que les séries d'Eisenstein
G
k
i
=
1
2
(1  k
i
) +
1
X
n=1

k
i
 1
(n)q
n
onvergent vers une série
G

=
1
2
(1  ) +
1
X
n=1

X
djn
(d;p)=1
(d)=d

q
n
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que l'on appelle série d'Eisenstein p-adique. C'est une forme modulaire p-
adique de poids . Dans ette formule, 1   désigne le aratère x 7! x=(x)
de Z

p
, et (1   ) n'est autre que la valeur de la fontion zêta de Kubota
Leopoldt (la fontion zêta p-adique de Q) en e aratère.
1.1.5. Dénition alternative.  Soit K une extension nie de Q
p
ontenue
dansC
p
et O son anneau d'entiers. Dénissons sur l'espae vetorielM
k
(N ;K)
des formes modulaires de poids k pour  
1
(N) à oeients dans A une norme
p-adique en posant :
kfk
p
= sup
n
ja
n
(f)j
p
; f =
1
X
n=0
a
n
(f)q
n
:
On dénit alors
M (N ;K) =
1
M
i=0
M
i
(N ;K)  K[[q℄℄;
la somme étant direte, en vertu du prinipe de q-développement. On dénit
aussi
M (N ;O) =M (N ;K) \O[[q℄℄ =

f 2M (N ;K) j kfk
p
6 1
	
:
Alors, l'espae des formes modulaires p-adiques à oeients dans A = O ou
A = K n'est autre que le omplété de M (N ;A) pour la norme introduite.
1.1.6. Nous noteronsM (N ;A) l'espae des formes modulaires p-adiques pour
 
1
(N) à oeients dans A, et S (N ;A) le sous-espaes des formes modulaires
p-adiques paraboliques. Si  2 X, M

(N ;A) et S

(N ;A) désignerons les
sous-modules des formes modulaires p-adiques de poids . On notera a
n
(f) les
oeients d'une forme modulaire (éventuellement p-adique) f .
1.2. Opérateurs de Heke
Pour simplier, et pare que la théorie du  2 est plus générale que elle que
nous exposons ii, nous nous limitons désormais au as N = 1.
1.2.1. Opérateurs T (`).  Soit f =
P
1
n=0
a
n
(f)q
n
une forme modulaire p-
adique ; notons  2 X son poids. Soit (f
i
) une suite de formes modulaires
lassiques de poids k
i
qui onverge vers f , les k
i
onvergeant vers  dans X.
Quitte à multiplier f
i
par une puissane assez grande de la série d'Eisenstein
E
p 1
, on peut supposer que k
i
tend vers +1 dans R.
Soit ` un nombre premier. Alors, la suite
f
i
jT (`) =
1
X
n=0

a
`n
(f
i
) + `
k
i
 1
a
n=`
(f
i
)

q
n
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onverge vers une forme modulaire p-adique quand i!1, dont le développe-
ment de Fourier est
1
X
n=0
 
a
`n
(f) + (`)`
 1
a
n=`
(f)

q
n
si ` 6= p, et est
1
X
n=0
a
pn
(f)q
n
si ` = p. C'est par dénition f jT (`). Il est lair que T (`) est un endomor-
phisme de M (1;A). Quand ` 6= p, 'est le prolongement par ontinuité de
l'endomorphisme T (`).
1.2.2. L'opérateur U .  C'est l'opérateur T (p) ; il s'identie en eet au pro-
longement par ontinuité de l'opérateur U
p
d'Atkin.
1.2.3. L'opérateur V .  Il est déni par la formule
f jV =
1
X
n=0
a
n
(f)q
np
= f(q
p
):
Si f est une forme modulaire lassique, f jV est une forme modulaire de niveau
Np, si bien qu'il n'est pas automatique que V préserve l'espae des formes
modulaires p-adiques de niveau N . Cependant, soit (f
i
) une suite de formes
modulaires lassiques de poids k
i
, ave k
i
! +1 dans R, et k
i
!  dans X,
qui onverge vers f . Alors,
f
i
jV = p
1 k
i
(f
i
jT (p)  f
i
jU)
est une forme modulaire p-adique de niveau 1 et poids k
i
. Comme f
i
jV onverge
vers f , f est elle-même une forme modulaire p-adique de poids  et niveau 1.
1.2.4. Exemple.  Si  2 X est un aratère pair, on a pour ` premier à p,
G


jT (`) = (1 + (`)=`)G


et G


jT (p) = G


:
2. Point de vue modulaire
L'interprétation des formes modulaires lassiques omme setions d'un er-
tain faiseau inversible sur l'espae des modules des ourbes elliptiques munies
de strutures de niveau adéquates s'est révélée extrêmement féonde dans la
théorie des formes modulaires. Ce paragraphe est onsaré à la desription de
la théorie géométrique des formes modulaires p-adiques, élaborée par Katz.
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2.1. Trivialisations
Notons N = N
0
p
r
, où (p;N
0
) = 1.
Dénition 2.1.1.  Soit E une ourbe elliptique sur un anneau A. Une stru-
ture arithmétique pour  
1
(N) sur E, appelée aussi  
1
(N)
arith
-struture, est
une inlusion
i : 
N
,! E[N ℄
de shémas en groupes nis et plats sur A.
Si r > 0, 'est-à-dire si pjN , il importe de remarquer que l'existene d'une
telle struture implique que les bres géométriques de E=A sont ordinaires. Si
N est inversible sur A, il s'agit d'une struture de niveau pour  
1
(N) usuelle,
telle que dénie par exemple dans [17℄.
2.1.2. Soit N
0
un autre entier, multiple de N . Nous dirons que deux strutures
arithmétiques i : 
N
,! E[N ℄ pour  
1
(N) et i
0
: 
N
0
,! E[N
0
℄ pour  
1
(N
0
)
sur une ourbe elliptique E=A sont ompatibles si i
0
j

N
= i.
Dénition 2.1.3.  Soit E une ourbe elliptique sur un anneau A. Une tri-
vialisation de E est un isomorphisme de groupes formels
' :
b
E

 !
d
G
m
:
Une ondition néesaire pour l'existene d'une trivialisation de E est que
les bres géométriques de E=A soient ordinaires. Réiproquement, une telle
ourbe elliptique E=A possède des trivialisations après un hangement de base
dèlement plat.
2.1.4. Nous dirons qu'une  
1
(N)
arith
-struture i sur E=A est ompatible ave
une trivialisation ' si l'appliation induite

p
r
,!
b
E

 !
d
G
m
est l'inlusion naturelle.
2.1.5. La donnée d'une trivialisation ' est équivalente à la donnée, pour tout
entier  > 0, d'une  
1
(p

)
arith
-struture, deux à deux ompatibles, donnée
qu'on pourrait nommer  
1
(p
1
)
arith
-struture.
2.2. Dénition
Soit A un anneau p-adique.
Dénition 2.2.1.  Une fontion modulaire p-adique sur A est la donnée pour
tout quadruplet (A
0
; E=A
0
; '; i), où A
0
est une A-algèbre p-adique, E=A
0
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ourbe elliptique, ' une trivialisation de E=A
0
et i une struture arithmétique
de niveau N ompatible à ', d'un élément de A, ompatibles à tout hangement
de base et ne dépendant que de la lasse d'isomorphisme de (E=A
0
; '; i).
On note V(N ;A) la A-algèbre des fontions modulaires p-adiques sur A.
2.2.2. Constrution géométrique.  Le fonteur des algèbres p-adiques vers
la atégorie des ensembles qui assoie à tout anneau p-adique A l'ensemble
des lasses d'isomorphismes de triplets (E=A;'; i) est représentable par un
anneau p-adique qui n'est autre que V(N;Z
p
). La restrition de e fonteur
aux A-algèbres p-adiques est alors représenté par V(N ;Z
p
)
^

A.
Par dénition, V(N ;Z
p
) = lim
  
n
V(N ;Z=p
n
Z), si bien qu'il sut de dérire
e dernier anneau. Si  > 0, l'ensemble des lasses d'isomorphisme de triplets
(A;E; i), où A est une Z=p
n
Z-algèbre, E une ourbe elliptique sur A et i
une struture de niveau usuelle pour  
1
(Np

) est représentable par la ourbe
modulaire ane Y

1
(Np

)=(Z=p
n
Z). Soit V
n;m
l'anneau des fontions de l'ou-
vert ane orrespondant aux ourbes elliptiques ordinaires, obtenu en enlevant
l'ensemble ni des points supersinguliers. Alors, on a
V(N ;Z
p
) = lim
  
n
lim
 !
n
V
n;m
:
2.2.3. On voit que ette onstrution ne dépend pas de la puissane exate de
p qui divise N , autrement dit que V(N ;Z
p
) = V(N
0
;Z
p
). C'est aussi lair sur
la dénition 2.2.1.
2.2.4. Courbe de Tate.  On onnaît la ourbe de Tate sur Z
p
((q)). Comme
Z
p
((q)) n'étant pas p-adiquement omplet, il onvient de le ompléter. On
obtient l'anneau des séries de Laurent
P
n2Z
a
n
q
n
telles que les sous-séries
P
n>0
a
n
q
n
et
P
n60
a
n
q
n
onvergent respetivement pour jqj
p
< 1 et jqj
p
> 1.
L'interprétation de Tate(q) omme quotient deG
m
par le sous-groupe engen-
dré par q fournit pour tout entier N > 1 une struture arithmétique pour  
1
(N)
sur Tate(q), et elles sont ompatibles. En partiulier, on dispose d'un quadru-
plet anonique (
\
Z
p
((q));Tate(q); '
an
; i
an
) omme dans la dénition 2.2.1 sur
lequel on peut évaluer toute fontion modulaire p-adique.
Autrement, dit, on a déni pour tout fontion modulaire p-adique sur Z
p
son
développement de Fourier (ou q-développement), qui est un élément de
\
Z
p
((q)).
La dénition s'étend à une fontion modulaire p-adique sur un anneau p-adique
A.
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Dénition 2.2.5.  On dira qu'une fontion modulaire p-adique sur A est
holomorphe (resp. parabolique) si son développement de Fourier appartient à
A[[q℄℄ (resp. à qA[[q℄℄).
Nous noterons W(N ;A) (resp. W
usp
) les idéaux de V(N ;A) formés des
fontions modulaires p-adiques holomorphes (resp. paraboliques).
Remarque 2.2.6.  (a) Comme on peut trouver des formes diérentielles
sur les ourbes modulaires sur Z=p
n
Z qui ne s'annulent pas hors des
points singuliers, la onstrution fait en fait intervenir tous les poids.
(b) On pourrait aussi onstruire les fontions modulaires holomorphes ou les
paraboliques dans le style de 2.2.2. Pour plus de détails, voir [6℄, I.3.1,
ainsi que les artiles de Katz.
() Enn, une mise en garde s'impose : Hida [9℄ et Gouvêa [6℄ ont des nota-
tions inversées l'un par rapport à l'autre. Nous avons suivi les notations
de Hida ; Gouvêa note W e que nous avons noté V, et V e que nous
avons noté W.
Le prinipe de q-développement reste valable pour les fontions modulaires
p-adiques :
Théorème 2.2.7 (Prinipe de q-développement ([13℄, 1.4))
Soit A un anneau p-adique, l'appliation
V(N ;A)  !
\
A((q))
qui assoie à une fontion modulaire p-adique sa q-développement est injetive,
de onoyau plat sur A.
En outre, si A
0
est une A-algèbre p-adique ontenant A, une fontion modu-
laire p-adique à oeients dans A
0
appartient en fait à V(N ;A) si et seule-
ment si sa q-développement est dans
\
A((q)).
La preuve de e théorème repose sur le fait que l'appliation qui assoie à
une fontion modulaire p-adique à oeients dans A
0
son développement de
Fourier est injetive pour tout anneau p-adique A
0
, d'où la platitude. Grossiè-
rement, la nullité du développement de Fourier implique que la fontion mo-
dulaire est nulle dans un voisinage de la ourbe de Tate. Il s'agit d'en déduire
la nullité de la fontion modulaire partout ; ela repose sur l' irrédutibilité 
de l'espae des modules des ourbes elliptiques trivialisées, voir [14℄ pour une
démonstration dans et esprit et [13℄ pour une preuve fondée sur la surjetivité
de ertaines représentations du groupe fondamental de la ourbe modulaire en
aratéristique p privée de ses points supersinguliers.
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2.3. Opérateurs de Heke
2.3.1. Opérateurs diamant.  Soit A un anneau p-adique. On va dénir une
ation du groupe Z = Z

p
 (Z=N
0
Z)

sur l'algèbre V(N
0
;A) des fontions
modulaires p-adiques sur A. Soit en eet (x; y) 2 Z. Si f est une fontion
modulaire p-adique, on dénit une autre fontion modulaire p-adique f jhx; yi
par la formule
(f jhx; yi)(A
0
; E=A
0
; '; i) = f(A
0
; E=A
0
; x
 1
'; yi):
2.3.2. Opérateurs T (`) pour ` 6= p.  Soit ` un nombre premier distint de
p. Soit (A;E=A;'; i) un quadruplet omme dans 2.2.1. Soit H  E un sous-
groupe d'ordre ` et notons  : E ! E
0
= E=H le quotient de E par H.
Comme p 6= `,  induit un isomorphisme au niveau des groupes formels, si
bien que la ourbe elliptique E
0
est munie d'une trivialisation naturelle '
0
=
' Æ 
 1
.
De plus,  Æ i : 
N
! E
0
est une injetion si H n'est pas inlus dans le
sous-groupe i(
N
). On dispose dans e as d'une  
1
(N)
arith
-struture sur E
0
.
Si ` ne divise pas N , il existe (après un hangement de base dèlement plat)
exatement `+ 1 tels sous-groupes, tandis que si ` divise N , il n'y en a que `.
On dénit alors l'opérateur T (`) par
(f jT (`))(A;E; '; i) = `
 1
X
H,!E
#H=`
H 6i(
N
)
f(A;E=H;' Æ 
 1
;  Æ i):
(Par desente, 'est bien un élément de A.)
2.3.3. Opérateur U = T (p).  Pour dénir T (p), le plus simple est de suppo-
ser, o.B.d.A., que pjN et de remarquer, à l'aide du prinipe de q-développement,
que la formule préédente dénit un unique élément de A, si A est sans p-
torsion.
Il est aussi possible de dénir un opérateur de Frobenius sur les fontions
modulaires p-adiques, en onsidérant le quotient d'une ourbe elliptique trivia-
lisée par son sous-groupe 
p
anonique. On peut alors interpréter l'opérateur
U omme la  trae  de Frob divisée par p. Enn, mentionnons le fait que
Frob : V ! V est ni et plat de degré p, et que 'est un relèvement du mor-
phisme de Frobenius sur V
1
= V=pV donné par l'élévation à la puissane p
([6℄, II.2.9, p. 41).
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2.3.4. Ation sur les q-développements.  On peut prouver que les opérateurs
que nous venons de dénir vérient les formules que l'on avait utilisées en 1.2
pour dénir les opérateurs de Heke sur les formes modulaires p-adiques du  1.
En partiulier, les idéaux des fontions modulaires holomorphes (resp. pa-
raboliques) sont préservées par les opérateurs de Heke ainsi dénis.
2.4. Comparaison ave la théorie du  1, poids
Dénition 2.4.1.  Soit  : Z ! A

un aratère ontinu de Z. On dit
qu'une fontion modulaire p-adique f 2 V(N ;A) est de poids  si pour tout
(x; y) 2 Z, f jhx; yi = (x; y)f .
S'il existe k 2 Z et un aratère " de (Z=NZ)

tels que (x; y) = x
k
"(y),
on dira que f est de poids k et de Nebentypus ".
On peut déomposer V(N
0
;A) sous l'ation de tout sous-groupe ni d'ordre
premier à p de Z. Cependant, la somme direte des sous-espaes orrespondants
à tous les aratères de Z est une sous-algèbre de V, distinte de V ! Voir [6℄,
p. 18 pour plus de détails.
Dénition 2.4.2.  Si  2 X est un aratère de Z

p
, on dira que f 2 V(N ;A)
est de poids  si pour tout x 2 Z

p
, f jhx; 1i = (x)f .
S'il existe k 2 Z tel que (x) = x
k
, on dira que f est de poids k.
Si f est de poids  = 
(i;k)
pour i 2 Z=(p  1)Z et k 2 Z, on dira aussi que
f est de poids (i; k).
Les formes modulaires p-adiques dénies au  1 sont exatement les fontions
modulaires de poids  2 X. Plus préisément :
Théorème 2.4.3 (Katz, [13℄, Prop. A.1.6).  Soient A un anneau p-adique-
ment omplet sans p-torsion et  2 X un aratère ontinu de Z

p
. Alors, une
série f 2 A[[q℄℄ est le q-développement d'une fontion modulaire p-adique (de
niveau N) de poids  si et seulement si 'est une forme modulaire p-adique de
poids  au sens de la dénition 1.1.2
Autrement dit, l'homomorphisme de q-développement induit un isomor-
phisme du A-module V

(N ;A) des fontions modulaires p-adiques de poids 
sur M

(N ;A). De plus, et homomorphisme est ompatible ave l'ation des
opérateurs de Heke.
2.5. Anneau des ongruenes divisées
Soit A un anneau p-adique de valuation disrète, et soit K son orps des
frations.
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Dénition 2.5.1.  Le module des ongruenes divisées est la A-algèbre
D(A) = A[[q℄℄
\M
k
M
k
(N ;K):
Cette algèbre est beauoup plus grosse que l'algèbre des formes modulaires
lassiques sur A. Par exemple, (E
p 1
  1)=p dénit un élément de D(A).
Proposition 2.5.2.  On a une injetion D(A)  V(N ;A).
Démonstration.  En eet, soit f 2 D(A). Par dénition, il existe un entier
n > 0 tel que p
n
f appartienne à l'algèbre des formes modulaires lassiques. En
partiulier, p
n
f 2 V(N ;A) et f est un élément de p-torsion dans le quotient
\
A((q))=V(N ;A). D'après le théorème 2.2.7, e quotient est plat sur A, soit
sans p-torsion. Cela prouve que f 2 V(N ;A).
3. Algèbre de Heke ordinaire
3.1. Dénitions de l'algèbre de Heke p-adique
Les opérateurs de Heke dénis en 2.3 vérient les mêmes relations que les
opérateurs de Heke agissant sur les formes modulaires lassiques, de niveau
divisant p. En partiulier, ils ommutent entre eux deux à deux.
Soient A un anneau p-adique et N un entier > 1. On sous-entendra sou-
vent (N ;A) dans les notations, notant par exemple W pour W(N ;A). On se
restreint aux fontions modulaires p-adiques holomorphes :
Dénition 3.1.1.  L'algèbre de Heke T(N ;A) de W = W(N ;A) est la
omplétion pour la topologie ompate-ouverte
(2)
de la sous-algèbre ommu-
tative de End
Z
p
W engendrée par les opérateurs T(`) pour ` 6= p, T (p) = U
et les opérateurs diamant.
L'ation des opérateurs diamant sur W dénit une ation ontinue du
groupe Z sur T, et en partiulier une ation ontinue de 1+pZ
p
. Autrement dit,
T est naturellement munie d'une struture de Z
p
[[1+pZ
p
℄℄-module. Rappelons
que l'on note usuellement  l'algèbre Z
p
[[1 + pZ
p
℄℄ ; le hoix d'un générateur
de 1 + pZ
p
, par exemple u = 1 + p, fournit un isomorphisme  ' Z
p
[[T ℄℄, par
la formule T 7! [u℄  1.
Les opérateurs de Heke préservent l'espae W
usp
= W
usp
(N ;Z
p
) des
formes paraboliques, d'où un quotient de T :
(2)
Une base de ette topologie est fournie par les 

K;U
, K et U étant des parties deW
respetivement ompate et ouverte, 

K;U
étant l'ensemble des endomorphismes ' tels que
'(K)  U .
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Dénition 3.1.2.  L'algèbre de Heke T
0
deW
usp
est le quotient de T par
l'idéal anulateur de W
usp
.
Enn, un important théorème de Hida fournit un moyen de dénir l'algèbre
T
0
qui n'utilise pas les formes modulaires p-adiques. Si A est un anneau, soit
h
k
(N ;A) l'algèbre de Heke usuelle agissant sur les formes paraboliques de
poids k et de niveau N . Si pjN , l'ation des opérateurs de Heke en niveau Np
sur une forme de niveau N oïnide ave l'ation des opérateurs de Heke de
niveau N . On a ainsi un homomorphisme naturel h
k
(Np;A)! h
k
(N ;A).
Dénition 3.1.3.  Si A est un anneau p-adique, on dénit
h
k
(N
0
p
1
;A) = lim
  
r
h
k
(N
0
p
r
;A):
C'est de manière naturelle une -algèbre et nous la munirons de la topologie
limite projetive des topologies p-adiques sur les h
k
(N
0
p
r
;A).
On a vu 2.2.3 que les formes modulaires lassiques (paraboliques) de niveau
N
0
p
r
peuvent être onsidérées omme éléments de W
usp
(N ;A) et que ette
inlusion préserve les q-développements et est ompatible aux opérateurs de
Heke (si r > 1). Cela fournit un homomorphisme ontinu et surjetif T
0
!
h
k
(N
0
p
1
;A).
Théorème 3.1.4 (Hida, [10℄, Théorème 4.1).  Soit A un anneau p-adique.
La surjetion naturelle T
0
(N ;A) ! h
k
(Np
1
;A) est un isomorphisme de -
algèbres.
3.2. Dualités
3.2.1. Si f est une forme modulaire lassique et T un élément de l'algèbre de
Heke, l'appliation (f; T ) 7! a
1
(f jT ) fournit un aouplement entre formes
modulaires et éléments de l'algèbre de Heke. Un des résultats importants
de la théorie des formes modulaires lassiques est que et aouplement est
parfait. Le but de e paragraphe est d'étendre e résultat aux formes modulaires
p-adiques. Nous suivons la présentation de Gouvêa ([6℄, III.1), mais Hida a
démontré des résultats similaires faisant intervenir une dualité de Pontryagin
(f. [9℄,  2).
On dénit un aouplement
T
0
(N ;A) W
usp
(N ;A)  ! A; (T; f) 7! a
1
(f jT ):
Si f 2W
usp
(N ;A), l'appliation T 7! a
1
(f jT ) dénit un homomorphisme de
A-modules 
f
: T
0
(N ;A)! A.
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Le résultat fondamental est alors le suivant :
Théorème 3.2.2.  Soit A l'anneau des entiers d'une extension nie K de
Q
p
. Soit B une A-algèbre p-adique, munie de la topologie p-adique. L'applia-
tion f 7! 
f
induit un isomorphisme
W
usp
(N ;B) ' Hom
A;ont
(T
0
(N ;A); B):
(Rappelons que T
0
 End
A
W
usp
(N ;A) est munie de la topologie ompate-
ouverte.)
De plus, 
f
est un homomorphisme de A-algèbres si et seulement si f est
une forme propre normalisée pour les opérateurs de Heke et les opérateurs
diamant.
Il existe une variante du théorème préédent onernant les formes mo-
dulaires non paraboliques. Nous renvoyons le leteur intéressé à l'artile de
Hida [9℄ et au livre de Gouvêa [6℄.
Enn, omme la topologie p-adique sur T
0
est stritement plus grossière que
sa topologie limite projetive, l'identité T
0
! T
0
ne dénit pas une forme mo-
dulaire p-adique à oeients dans T
0
. Ce phénomène justiera l'introdution
des familles analytiques de formes modulaires p-adiques au  4
3.3. L'algèbre de Heke ordinaire
Commençons par un lemme général.
Lemme 3.3.1.  Soient A l'anneau des entiers d'une extension nie K de
Q
p
et H une A-algèbre nie. Pour tout x 2 H, il existe un idempotent e
x
2 H
vériant la propriété suivante : si M est un H-module de type ni, e
x
M est le
plus grand sous-module de M sur lequel l'ation de x est un isomorphisme.
Démonstration.  En fait, on va montrer que e
x
= lim
m!1
x
m!
onvient. Il
sut en fait de démontrer le résultat pour la sous-A-algèbre A[x℄  End
A
(M).
Cela permet de supposer que H est ommutative et nie sur A, en partiulier
omplète pour la topologie p-adique.
Soit m l'idéal maximal de A et k le orps résiduel A=m. Il sut de prouver
la onvergene modulo m. En eet, si n > 1, x
m!
sera pour m assez grand un
idempotent de H 
 (A=m
n
), d'où la onvergene.
On déompose x = s+ n dans H 

A
k, où s est un élément semi-simple, n
un élément nilpotent, et xs = sx. Or, pour m assez grand x
m!
= s
m!
est un
projeteur puisque les valeurs propres de s sont dans k

, don des raines de
l'unité.
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Nous allons appliquer le lemme aux algèbres de Heke (lassique et p-adique)
lorsque x est l'opérateur T (p).
Dénition 3.3.2.  L'idempotent e
k
de h
k
(N ;Z
p
) est l'idempotent attahé à
T (p) par le lemme 3.3.1.
On dénit alors un idempotent e de T
0
= h(Np
1
;Z
p
) omme la limite de
la suite des idempotents e
k
en niveaux Np
r
.
Si M est un T
0
-module, on appellera partie ordinaire de M le sous-module
M
ord
= eM . En partiulier, l'algèbre de Heke ordinaire est l'algèbre T
ord
0
=
eT
0
fateur diret de T
0
.
Le lien ave les formes modulaires se fait de la façon suivante :
Dénition 3.3.3.  On dit qu'une forme modulaire f (lassique ou p-adique)
est ordinaire si f je = f .
De manière onrète, omme T (p) agit sur une forme propre par multipli-
ation par a
p
, on a la proposition :
Proposition 3.3.4.  Soit A l'anneau des entiers d'une extension nie de
Q
p
. Une forme modulaire f p-adique (resp. lassique), propre et normalisée
(i.e. a
1
(f) = 1) à oeients dans A est ordinaire si et seulement si ja
p
(f)j
p
=
1 (resp. et si de plus son niveau est divisible par p).
Cette proposition explique le mot ordinaire : soit E une ourbe elliptique
sur Q ayant bonne rédution en p. Alors, la ourbe elliptique sur F
p
rédution
de E est ordinaire si et seulement si le oeient a
p
de sa fontion L n'est pas
multiple de p.
Remarque 3.3.5.  Soit f une forme modulaire lassique, propre et normali-
sée, de niveau N
0
premier à p, de poids k > 2 et de aratère . Si ja
p
(f)j
p
= 1,
on peut aisément aluler f je. En eet, notons U l'opérateur T (p) de ni-
veau N
0
p, qui est distint de l'opérateur T (p) en niveau N
0
; on a ainsi U =
T (p) + (p)p
k 1
V . L'espae engendré par f et f jV est stable par T (p), U et
V et la matrie de l'endomorphisme U dans la base ff; f jV g est égale à
U =

a
p
1
 (p)p
k 1
0

:
Les valeurs propres  et  de U sont ainsi les solutions de l'équation
X
2
  a
p
X + (p)p
k 1
= 0:
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Les veteurs propres de U sont les
f

= f   f jV et f

= f   f jV:
On a f = (f

  f

)=(   ), et quand m!1,
U
m!
f =

1+m!
  
f

 

1+m!
  
f

onverge vers f

=(   ) si  est l'unique valeur propre qui est une unité
p-adique. (Comme k > 2,   0 (mod p).) Autrement dit,
f je =
1
2  
 1
a
p

f(z)  
 1
(p)p
k 1
f(pz)

=
1
2  
 1
a
p
f
0
;
où f
0
est une forme modulaire ordinaire propre et normalisée. En partiulier,
on remarque que f je 6= f , et don que f n'est pas ordinaire au sens de la
dénition 3.3.3.
Le théorème 3.2.2 s'étend en un résultat analogue de dualité entre formes
modulaires paraboliques ordinaires et la partie ordinaire de l'algèbre de Heke
T
0
.
Nous pouvons maintenant énoner le théorème fondamental de Hida oner-
nant l'algèbre de Heke ordinaire. Soient r > 1 et k > 2 deux entiers. On note
le polynme !
r;k
= (1 + T )
p
r 1
  u
p
r 1
k
et posons 
r;k
= =(!
r;k
).
Théorème 3.3.6 (Hida).  Soient A un anneau p-adique et N > 1 un entier
premier à p.
i) L'algèbre h
ord
(Np
1
;A) est libre de rang ni sur  ;
ii) On a un isomorphisme anonique
h
ord
(Np
1
;A)



r;k
' h
ord
k
(Np
r
):
Il existe deux preuves du point (i) de e théorème. La première ([8, Théorème
3.1℄ et [9, Théorème 1.2℄), valable pour p > 5, utilise les formes modulaires
p-adiques et leur rédution modulo p. Elle utilise un résultat de N. Johnowitz
selon lequel l'image par l'opérateur T (p) d'une forme modulaire modulo p de
poids k + (p   1) pour  
1
est en fait de poids k. Il en résulte que la rédu-
tion modulo p de l'espae des formes modulaires p-adiques ordinaires est un
isomorphe à la somme direte des espaes de formes modulaires lassiques mo-
dulo p pour les poids 6 p  1. Cette rédution est en partiulier de dimension
nie.
La seonde ([28℄, voir aussi [11℄, hapitre 7) fait usage de la théorie des
formes modulaires -adiques. Le point ruial est enore le fait que le rang
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de h
ord
k
(N
0
p
r
;Z
p
) est borné indépendamment du poids k (f. [11℄, hapitre 7,
théorème 1, p. 202). Pour prouver e fait, Wiles et Hida utilisent l'isomorphisme
d'EihlerShimura qui relie formes modulaires et la ohomologie parabolique de
 
1
(N) à valeurs dans ertains Z[ 
1
(N)℄-modules. On peut alors établir que la
partie ordinaire de ette ohomologie parabolique s'injete dans un F
p
-espae
vetoriel de dimension nie indépendant du poids.
4. Formes modulaires -adiques
4.1. Dénition
La notion de famille analytique de formes modulaires p-adiques a été intro-
duite par Serre dans son artile [25℄. Soit A l'anneau des entiers d'une extension
nie de Q
p
; on note  = A[[T ℄℄. On rappelle que u = 1 + p.
Dénition 4.1.1.  Soient N un entier > 1 divisible par p et  un aratère
de (Z=NZ)

On dit qu'une série F (T ; q) =
P
1
n=0
A
n
(T )q
n
2 [[q℄℄ est une
forme modulaire -adique de aratère  s'il existe r > 0 tel pour presque
tout k > 2, la série
F (u
k
  1) =
1
X
n=0
A
n
(u
k
  1)q
n
est le développement de Fourier d'une forme modulaire de poids k, de niveau
Np
r
et de aratère  !
 k
.
Ainsi, se donner une forme modulaire -adique revient à se donner une
olletion de formes modulaires lassiques f
k
, ainsi qu'une interpolation p-
adique de leurs développements de Fourier par des éléments de . Les formes
modulaires lassiques F (u
k
  1) sont appelées les spéialisations de F .
Nous dirons qu'une forme modulaire -adique est parabolique (resp. ordi-
naire) si pour tout k assez grand, sa spéialisation en poids k est parabolique
(resp. ordinaire). On notera M(N; ; ) (resp. S(N; ; )) les -modules des
formes modulaires -adiques (resp. des formes modulaires -adiques parabo-
liques) de niveau N et aratère  .
4.1.2. Séries d'Eisenstein.  Soit  
0
un aratère pair de (Z=pZ)

à va-
leurs dans A. On démontre qu'il existe une série E( ) 2 [[X℄℄ si  
0
6= 1 et
X
 1
[[X℄℄ si  
0
= 1, telle que pour tout r > 1, tout aratère non trivial
 : (Z=p
r
Z)

! Q

tel que  j
(Z=pZ)
 =  
0
, et tout entier k > 1, on a
E( 
0
)( (u)u
k
  1) = E
k
( !
 k
) 2M
k
( 
1
(p
r
);  !
 k
):
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Ainsi, la série E( 
0
), série d'Eisenstein -adique, interpole les séries d'Eisen-
stein E
k
( !
 k
) usuelles. Le point ruial est l'interpolation du terme onstant,
'est-à-dire des valeurs L(1   k;  !
 k
), par une fontion analytique sur Z
p
(Iwasawa). Pour plus de détails, f. [11℄, hapitre VII, p. 198.
Une fois aquise l'existene de ette forme modulaire -adique, on obtient de
nombreuses formes modulaires -adiques. Soit en eet f une forme modulaire
lassique de poids m, de niveau N divisible par p et de aratère  à valeurs
dans A. Soit  un aratère de (Z=NZ)

et  
0
sa restrition à (Z=pZ)

Le
produit fE( 
0
) dans [[q℄℄ n'est pas tout à fait une forme modulaire -adique
puisque (fE( 
0
))(u
k
  1) est de poids k +m.
Posons alors u
m
=  (u)u
 m
et v
m
= u
m
 1. Comme ju
m
j
p
= 1 et jv
m
j
p
< 1,
la série
f  E( 
0
) = (fE( 
0
)(u
m
X + v
m
) =
1
X
n=0
a
n
 
u
m
X + v
m
)q
n
est bien dénie ; 'est de plus une forme modulaire -adique puisque si k > m,
f E( 
0
)(u
k
  1) = f(q)E( 
0
)( (u)u
 m
u
k
  1)
= f(q)E( 
0
)( (u)u
k m
  1)
= f(q)E
k m
( !
m k
):
Ainsi, f E( 
0
) est une forme -adique de aratère  . Si f est parabolique,
f  E( 
0
) est une forme -adique parabolique.
4.1.3. Opérateurs de Heke.  Les opérateurs diamant agissent naturellement
sur les espaes des formes modulaires -adiques, via leur aratère  . On peut
faire agir les opérateurs de Heke de manière relativement évidente : les for-
mules usuelles donnant l'ation des opérateurs de Heke sur le q-développement
d'une forme modulaire de poids k (variable) s'interpolent failement en une for-
mule à oeients dans . Si d est un entier premier à p, notons s(d) l'unique
élément de Z
p
tel que d = !(d)u
s(d)
. Alors, la formule

1
X
m=0
A
m
(T )q
m

jT (n) =
1
X
m=0

X
dj(m;n)
(d;p)=1
(d)d
 1
(1 + T )
s(d)
A
mn=d
2
(T )

q
m
onvient, puisque
(d)d
 1
(u
k
)
s(d)
= (d)d
 1
(u
s(d)
)
k
= (d)d
 1
!(d)
 k
:
On dira qu'une forme -adique est propre si elle est propre pour l'ation des
opérateurs de Heke que nous venons de dénir, e qui équivaut au fait que
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presque toutes ses spéialisations sont propres. (Un sens est lair, l'autre résulte
du théorème de préparation de Weierstraÿ qui implique qu'un élément de 
est déterminé une fois qu'on le onnait modulo une innité d'idéaux premiers
distints.)
4.1.4. Dualité.  Comme nous n'avons énoné le théorème de dualité que
pour les formes paraboliques, nous nous restreignons désormais à e as. Une
forme modulaire -adique parabolique F fournit par dénition des formes mo-
dulaires p-adiques paraboliques f
k
par rédution modulo l'idéal (1+T  u
k
) de
 (pour k assez grand, disons k > a), d'où un homomorphisme de A-modules

f
k
: T
0
! A = =(1 + T   u
k
) ontinu pour la topologie p-adique. On en
déduit un homomorphisme de A-modules

F
: T
0
 ! lim
  
m
=
Y
a6k6m
(1 + T   u
k
) ' :
Le dernier isomorphisme est dû au fait, onséquene du théorème de prépa-
ration de Weierstraÿ, qu'un élément de  a un nombre ni de zéros dans le
 disque unité ouvert  de Z
p
. Cet homomorphisme est ontinu lorsqu'on mu-
nit  de sa topologie limite projetive ; il n'est en revanhe pas néessairement
ontinu lorsqu'on munit  de la topologie p-adique. Ainsi, une forme modulaire
-adique n'est pas en général une forme modulaire à oeients dans l'anneau
p-adique  !
Étudions maintenant l'ation de . Le aratère  de (Z=NZ)

fournit un
morphisme d'anneaux  :  ! A et l'homomorphisme 
F
: T
0
!  vérie

F
((1 + T )S) = (u)
F
(S) pour tout S 2 T
0
.
(3)
Si l'on note 

le -module
 


A, 
F
est un homomorphisme de -modules T
0
! 

. On a ainsi le
théorème suivant :
Théorème 4.1.5.  Le -module des formes modulaires -adiques parabo-
liques de niveau N et de aratère  est isomorphe à Hom
;ont
(T
0
;

), où
T
0
est muni de sa topologie ouverte-ompate, 

et 

de la topologie limite
projetive.
On peut ainsi généraliser e théorème en une dénition des familles de formes
modulaires à oeients dans une A-algèbre B topologique omplète pour la
topologie p-adique. Ce sont des A-homomorphismes  : T
0
! B tels que que
pour tout homomorphisme d'algèbres  : B ! A, la omposition Æ : T
0
! A
(3)
Attention, T n'est pas un opérateur de Heke dans ette formule: : :
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est une forme modulaire p-adique à oeients dans A, dite spéialisation de
 via .
4.1.6. Si " : Z

p
! A est un aratère d'ordre ni et k un entier > 2, notons

k;"
:  ! A l'homomorphisme déni par 1 + T ! "(u)u
k
. Il résulte alors du
théorème préédent et de la desription de l'algèbre de Heke donnée dans le
théorème 3.1.4 que  Æ F est une forme modulaire p-adique de niveau N , de
poids k, de aratère " (de la dénition résulte seulement le as où " = 1,
ave en outre un nombre ni d'exeptions).
4.1.7. Ordinarité.  Soit F une forme modulaire -adique parabolique de
niveau N et de aratère  . Dire que F est ordinaire revient à dire que presque
toutes ses spéialisations F

sont ordinaires, 'est-à-dire dans eW
usp
(N ;A).
Mais l'idempotent e 2 T
0
agit sur l'espae M(N; ; ). On onstate ainsi que
(F je)

, spéialisation par  : (1+T ) 7! u
k
de F je est égal à F

je = F

puisque
F

est ordinaire. Le théorème de préparation de Weierstraÿ implique alors que
F je = F , 'est-à-dire que les deux notions d'ordinarité introduites (être dans
l'image de e et être ordinaire pour presque toute spéialisation) oïnident.
Enn, si F est propre et normalisée, on a vu dans la proposition 3.3.4 que
F

est ordinaire si et seulement si (a
p
(F )) = F (u
k
 1) est une unité p-adique.
Cela signie que le terme onstant de a
p
(F ) est une unité p-adique, et don
que a
p
(F ) est un élément inversible de .
4.2. Représentations galoisiennes
4.2.1. Soit f est une forme modulaire parabolique (lassique), propre norma-
lisée, pour  
1
(N), de aratère  et de poids k > 1 à oeients dans un orps
de nombres K. Soit  une plae de K, p sa aratéristique résiduelle.
(4)
Alors,
il existe une unique représentation
 : Gal(Q=Q)! GL(2;K

)
ontinue, absolument irrédutible, non ramiée hors de Np et telle que pour
tout nombre premier ` ne divisant pas Np,
det(1  Frob
`
X) = 1  a
`
(f)X + (`)`
k 1
X
2
;
Frob
`
étant un élément de Frobenius en la plae `. L'existene d'une telle
représentation (hormis la détermination préise de la ramiation) est due à
(4)
Je m'exuse de e déséquilibre dans les notations mais préfère rester onforme aux us
de la théorie d'Iwasawa.
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EihlerShimura lorsque k = 2, à Deligne pour k > 2, et à DeligneSerre
lorsque k = 1.
4.2.2. Soit maintenant F une forme modulaire -adique de aratère  . Si "
est un aratère d'ordre ni de Z

p
, soit  l'homomorphisme  ! A[℄ donné
par 1 + T ! (u)u
k
; alors, F

=  Æ F est une forme modulaire de poids k
et de aratère  " (f. 4.1.6). Si F est propre normalisée, les F

aussi, d'où
des représentations galoisiennes 

omme au paragraphe préédent. Il est rai-
sonnable de se demander s'il existe une représentation galoisienne 
F
à valeurs
dans GL(2;) qui  interpole  les 

et Hida a prouvé dans [8℄ qu'il en est bien
ainsi. Ce résultat a été reonsidéré par Wiles dans [28℄ (dans le adre plus gé-
néral des formes modulaires de Hilbert d'un orps totalement réel) et a fourni
une nouvelle démonstration du théorème de Hida. En fait, il déduit l'existene
de 
F
de l'existene d'une innité des 

. Au sein d'une famille -adique de
formes modulaires, ela permet de démontrer l'existene d'une représentation
pour la spéialisation en poids k > 2 de l'existene des représentations ga-
loisiennes en poids 2 pour une innité de aratères. En partiulier, omme
toute forme modulaire ordinaire s'insère dans une famille analytique, on peut
démontrer ainsi le résultat de Deligne, dans le as ordinaire, en n'utilisant que
le résultat d'EihlerShimura. On voit l'intérêt de la méthode pour le as d'un
orps totalement réel où l'on ne disposait pas du théorème de Deligne: : :
Théorème 4.2.3 (Hida).  Soit F une forme modulaire -adique de niveau
N et de aratère  , propre normalisée et parabolique. Il existe alors une unique
représentation

F
: Gal(Q=Q)! GL(2;)
vériant les propriétés suivantes :
i) 
F
est ontinue pour la topologie p-adique, absolument irrédutible ;
ii) 
F
est non ramiée hors de Np ;
iii) pour tout nombre premier ` ne divisant pas Np,
det(1  
F
(Frob
`
)X) = 1  a
`
(F )X + (`)(1 + T )
s(`)
`
 1
X
2
:
(On rappelle que s(`) est l'unique élément de Z
p
tel que ` = !(`)u
s(`)
.)
4.3. Indiations sur la preuve de Wiles
Nous allons expliquer la démonstration du résultat suivant, dû à Wiles.
Compte-tenu de l'existene de représentations galoisiennes assoiées aux formes
modulaires lassiques, le théorème de Hida 4.2.3 en déoule immédiatement.
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Proposition 4.3.1 (Wiles).  Supposons que pour une innité d'homomor-
phismes ontinus de A-algèbres  :  ! Q
p
, notant A

la lture intégrale de
l'image de , il existe une représentation 

: Gal(Q=Q) ! GL(2; A

) non
ramiée hors de Np et telle que pour ` 6 jNp,
det(1  

(Frob
`
)X) = 1  (a
`
(F ))X + (`)(1 + T )
s(`)
`
 1
X
2
:
Soit L le orps des frations de  ; il existe une représentation galoisienne
 : Gal(Q=Q)! GL(2; L) vériant les onditions du théorème 4.2.3.
En fait, l'irrédutibilité de la représentation 
F
se déduit du théorème ana-
logue de Ribet (voir [21℄, théorème 2.3) pour les formes modulaires lassiques.
Le point ruial est don la onstrution d'une représentation  vériant la
ondition indiquée sur les Frobenius.
Typiquement, si R est un anneau, et si I et J sont deux idéaux de R, dispo-
sant de représentations d'un groupeG à valeurs dansGL(2; A=I) etGL(2; A=J)
dont les rédutions modulo I + J sont isomorphes, on voudrait en déduire une
représentation dans GL(2; A=(I \J)). Formulée ainsi, la question est peut-être
sans espoir. Ce qui est faile en revanhe, 'est de déterminer le polynme
aratéristique des images de la représentation herhée, et en partiulier, les
traes. Il faut néanmoins identier les relations néessairement vériées par les
traes d'une représentation.
Dénition 4.3.2.  Soient G un groupe et R un anneau topologiques. On ap-
pelle pseudo-représentation de G à valeurs dans R la donnée de trois fontions
ontinues a : G! R, d : G! R, x : GG! R et d'un élément  2 G tel que

2
= 1 vériant les relations suivantes :
i) a(gh) = a(g)a(h) + x(g; h) et d(gh) = d(g)d(h) + x(h; g) ;
ii) x(gh; jk) = a(g)a(k)x(h; j) + a(k)d(h)x(g; j) + a(g)d(j)x(h; k)
+ d(h)d(j)x(g; k) ;
iii) x(g; h)x(j; k) = x(g; k)x(j; h) ;
iv) a(1) = d(1) = d() = 1 et a() =  1 ;
v) x(g; 1) = x(1; g) = x(g; ) = x(; g) = 0.
La trae et le déterminant d'une pseudo-représentation sont les appliations
g 7! a(g) + d(g) et g 7! a(g)d(g)   x(g; g).
Si 2 est inversible dans R, on a les relations a(g) =
1
2
(tr(g)   tr(g)),
d(g) =
1
2
(tr(g) + tr(g)) et x(g; h) = a(gh)  a(g)a(h), si bien qu'une pseudo-
représentation est déterminée par sa trae.
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Soit  : G! GL(2; R) une représentation ontinue et  2 G un élément tel
que 
2
= 1 et tel que det(()) =  1. Ainsi, () a pour valeurs propres 1 et
 1, et l'on peut supposer que () =
 
 1 0
0 1

. Notons alors (g) =

a(g) b(g)
(g) d(g)

.
Les appliations
a : g 7! a(g); d : g 7! d(g); et x : (g; h) 7! a(gh)   a(g)a(h)
dénissent une pseudo-représentation de G à valeurs dans R.
4.3.3. Mettons nous maintenant sous les hypothèses de la proposition 4.3.1, les


(pour  dans un ensemble inni N = f
1
; : : : g d'homomorphismes ! Q
p
)
fournissent des pseudo-représentations (a

; d

; x

) du groupe de Galois G de
l'extension maximale non ramiée hors de Np. En eet, il sut de xer un
élément  d'ordre 2 (onjugaison omplexe). Le déterminant de 

() est alors
 1 par la théorie lassique des représentations galoisiennes assoiées aux formes
modulaires. Notons I

  le noyau de , de sorte que la pseudo-représentation
assoiée à 

est à valeurs dans =I

.
Leurs traes sont évidemment ompatibles en Frob
`
, puisque e sont pour
tout  la rédution de a
`
(F ) 2  modulo I

. En vertu du théorème de densité
de ebotarev, tr(

) = tr(

0
) modulo  + 
0
, d'où une pseudo-représentation
à valeurs dans =(I

\ I

0
). On en déduit une pseudo-représentation de G
à valeurs dans lim
  
r
=(I

1
\    \ I

r
). En vertu du théorème de préparation
de Weierstraÿ, ette dernière algèbre est isomorphe à  (omme algèbre to-
pologique), si bien que nous avons onstruit la pseudo-représentation (a; d; x)
attahée à la représentation galoisienne que nous herhons.
4.3.4. Il reste à onstruire la représentation . Il y a pour ela deux as.
 si x(g; h) = 0 pour tout h, posons (g) =

a(g)
d(g)

. Alors, g 7! (g)
onvient.
 s'il existe g
0
et h
0
tels que x(g
0
; h
0
) 6= 0, posons (g) = x(g
0
; g) et
b(g) = x(g; h
0
)=x(g
0
; h
0
). Alors, g 7! (g) =

a(g) b(g)
(g) d(g)

onvient.
4.3.5. Si les idéaux de hauteur 1 dans  sont prinipaux, on peut même trouver
 à valeurs dans GL(2;). Dans le deuxième as i-dessus, il sut en eet de
hoisir un élément  2 L

dont le diviseur est égal au diviseur de l'idéal
engendré par les x(g
0
; h) quand h varie. On pose alors (g) = x(g
0
; g)= et
b(g) = x(g; h
0
)=x(g
0
; h
0
).
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4.4. Spéialisation en poids 1
4.4.1. Nous avons déjà remarqué que toutes les spéialisations en poids k > 2
d'une forme modulaire -adique sont des (q-développements de) formes modu-
laires p-adiques. En poids 1, il se passe en revanhe d'étranges phénomènes: : :
4.4.2. Mazur et Wiles ont étudié dans [20℄ la restrition de la représentation
galoisienne de Hida à un groupe de déomposition en p, et en partiulier la
théorie de Hodge p-adique des représentations galoisiennes obtenues.
Soit = q
Q
n>1
(1 q
n
)
24
=
P
1
n=1
(n)q
n
l'unique forme modulaire parabo-
lique normalisée de poids 1 et de niveau 12,  étant la fontion de Ramanujan.
Fixons un nombre premier p tel que (p) n'est pas multiple de p, de sorte que 
est ordinaire en p. (D'après [7℄, exepté 2 411, tout nombre premier p ompris
entre 11 et 65 063 onvient.) Soit  l'unique raine de X
2
  (p)X + p
11
= 0
qui est une unité p-adique, de sorte que je = (z) 
 11
(pz) est une forme
modulaire ordinaire de niveau p, poids 12 et aratère trivial. Ainsi, il existe
une unique forme modulaire -adique de aratère !
12
, F

=
P
A
n
(F

)q
n
,
telle que F

(u
12
  1) = je. On dispose alors d'une représentation


: Gal(Q=Q)! GL(2;) = GL(2;Z
p
[[T ℄℄)
vériant les onditions du théorème 4.2.3.
Proposition 4.4.3.  Supposons que p vérie les onditions suivantes :
i) p ne divise pas (p) ;
ii) p 6 1 (mod 11)
(5)
;
iii) p 62 f11; 23; 691g.
Alors, l'image de 

ontient SL(2;Z
p
[[T ℄℄).
La preuve repose sur le résultat de théorie des groupes suivant, dû à N. Bos-
ton ([20℄, Appendix, prop. 3) :
Proposition 4.4.4 (Boston).  Soient  : Gal(Q=Q)! GL(2;Z
p
[[T ℄℄) une
représentation ontinue,  : Gal(Q=Q) ! GL(2;F
p
) sa rédution modulo
l'idéal (p; T ). Soit I
p
 Gal(Q=Q) un sous-groupe d'inertie en p. Supposons
que  satisfait les propriétés suivantes :
i) l'image (I
p
) de l'inertie est inluse dans le sous-groupe des matries de
la forme (
1 
0 
) ;
(5)
Cette ondition est malheureusement oubliée dans [20℄: : :
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ii) (I
p
) ontient une matrie de la forme
 
1 
0 1+T

, pour un élément  2
Z
p
[[T ℄℄

;
iii) pour tout b 2 F

p
, (I
p
) ontient une matrie de la forme
 
1 
0 b

;
iv) l'image de  ontient SL(2;F
p
).
Alors, l'image de  ontient SL(2;Z
p
[[T ℄℄).
Nous renvoyons à l'artile [20℄ pour les détails de la démonstration de ette
proposition ; expliquons ependant pourquoi les hypothèses en sont vériées.
Comme (p; T ) = (p; 1 + T   u
12
), la représentation 

est la représentation
modulo p attahée à la forme modulaire . La ondition (iv), i.e. le fait que
l'image de 

ontienne SL(2;F
p
) est un théorème de Swinnerton-Dyer ([26℄,
orollaire, p. 31) ; 'est là qu'on utilise l'hypothèse p > 11 et p 62 f23; 691g.
D'autre part, la proposition 2, p. 247 de [20℄ implique la ondition (i).
En fait, il y est prouvé que la restrition de la représentation 

à un sous-
groupe de déomposition G
p
' Gal(Q
p
=Q
p
) en p est de la forme
 
"
1

0 "
2

.
De plus, ils prouvent que "
1
est l'unique aratère non ramié de G
p
tel que
"
1
(Frob
p
) = A
p
(F

). Enn, ils donnent au bas de la page 250 une formule pour
"
2
que nous allons expliiter. Si  : G
p
! Z

p
est le aratère ylotomique
donnant l'ation de G
p
sur les raines de l'unité d'ordre une puissane de p,
érivons (g) = !(g)
0
(g), ave (g)  1 (mod p). On a alors
"
2
(g) = "
1
(g)
 1
!(g)
11

0
(g)
 1
[
0
(g)℄;
où [
0
(g)℄ 2  ' Z
p
[[1 + pZ
p
℄℄.
Alors, il sut de prendre pour g un élément tel que 
0
(g)  1+ p (mod p
2
)
pour obtenir une série "
2
(g) 2  de la forme requise par la ondition (ii).
Enn, en vertu de la ondition (i), la restrition à l'inertie de la représen-
tation 

est de la forme
 
1 
0 b

. Le déterminant de 

est égale à !
11
, son
image ontient don F

p
puisque p 6 1 (mod 11), et le théorème de densité de
ebotarev implique que sa restrition à l'inertie en p est elle-même surjetive,
d'où la ondition (iii).
4.4.5. Considérons maintenant la représentation

;1
: Gal(Q=Q)! GL(2;Z
p
)
spéialisation en poids 1 de 

. Il résulte du théorème de Mazur et Wiles que
l'image de ette représentation galoisienne ontient SL(2;Z
p
). Cei entraîne
que 
;1
n'est pas la représentation galoisienne assoiée à une forme modulaire
lassique de poids 1, puisque elles-i sont d'image nie (f. [4℄).
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En partiulier, la spéialisation en poids 1 de la forme modulaire -adique
F

n'est pas le développement de Fourier d'une forme modulaire lassique de
poids 1.
Dans ertains as, la situation est enore plus étrange :
Proposition 4.4.6.  Si p 2 f13; 17; 19g, la restrition à un groupe de
déomposition en p de la représentation p-adique 
;1
n'est pas de HodgeTate.
Démonstration.  En eet, si elle était de HodgeTate, la forme de la res-
trition de 

à l'inertie I
p
montre qu'elle serait de poids (0; 0). D'après un
théorème de Sen [22℄, l'inertie agirait à travers un quotient ni. Or, la des-
ription de la restrition de 

au sous-groupe de déomposition en p montre
que la restrition au sous-groupe d'inertie de Gal(Q
p
=Q
p
(
p
)) est unipotente.
Si l'inertie agit à travers un quotient ni, ela implique ainsi que la restri-
tion de la représentation 

à Gal(Q=Q(
p
)) est non ramiée. Autrement dit,

;1
fournit une extension innie non ramiée de Q(
p
). Comme un théorème
d'Odlyzko borne le degré d'une telle extension si p 6 19, nous avons établi une
ontradition.
5. Formes modulaires suronvergentes
5.1. Motivation lassique : la onjeture de GouvêaMazur
Soit N > 1 un entier premier à p.
Dénition 5.1.1.  La pente d'une forme modulaire propre pour  
1
(Np) à
oeients dans C
p
est par dénition la valuation p-adique de la valeur propre
de U
p
, normalisée par v(p) = 1.
Ainsi, les formes modulaires de pente nulle sont elles que nous avons appe-
lées ordinaires.
Notons ! : (Z=pZ)

! Z

p
le aratère de Teihmüller.
Dénition 5.1.2.  Soient  2 Q, k > 2 et " un aratère de (Z=pZ)

. Alors,
d(k; ; ") est la dimension du C
p
-espae vetoriel engendré par les formes mo-
dulaires de poids k, de niveau Np, de aratère "!
 k
, propres et de pente
.
Lorsque  = 0, la struture de l'algèbre de Heke p-adique ordinaire établie
par Hida montre que d(k; 0; ") est indépendante du poids k. Cela motive, si
l'on veut, la onjeture suivante, due à Gouvêa et Mazur :
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Conjeture 5.1.3 (GouvêaMazur).  Soit  2 Q ; soient k et k
0
deux
entiers > + 1. Alors, pour tout aratère ", si jk   k
0
j
p
< p
 
,
d(k; ; ") = d(k
0
; ; "):
En outre, si es dimensions valent 1, les développements de Fourier des
uniques formes modulaires normalisées de poids k et k
0
, aratère " et pente 
sont égaux modulo p(k
0
  k).
Wan et Buzzard ont établi une forme aabilie de la première partie de ette
onjeture, où p
 
est remplaé par p
 A
2
+B+C
pour ertaines onstantes ne
dépendant que de N et p (ave A > 0). Sous l'hypothèse que ette ongruene
plus forte est vériée, la seonde partie est un théorème de Coleman [3℄.
Une idée naturelle est de onsidérer les espaes de formes modulaires de
poids k en famille  et de déduire de propriétés de ontinuité p-adique de
l'opérateur U la ontinuité requise pour les dimensions ou les veteurs propres.
Une telle approhe est sans espoir sur l'espae des formes modulaires p-
adiques introduit aux paragraphes préédents. En eet, si A l'anneau des en-
tiers d'une extension nie de Q
p
, tout élément  2 A tel que jj
p
< 1 est
valeur propre de l'opérateur U sur l'espae des formes modulaires p-adiques de
poids k à oeients dans A, l'espae propre orrespondant étant de dimension
innie :
Proposition 5.1.4.  On a une déomposition
M

(N ;A) = ImFrob kerU;
le noyau de U est de dimension innie et pour tout  dans l'idéal maximal de
A, kerU et ker(U   ) sont topologiquement isomorphes.
Idée de la preuve.  On établit sur les développement de Fourier la relation
(Frob(f)g)jU = f(gjU)
pour tout ouple (f; g) d'éléments deW(N ;A). On en déduit une suite exate,
dans laquelle M
k
(N ;A) est noté M :
0!M
Frob
  !M
1 Frob ÆU
      !M
U
 !M ! 0:
Ainsi, kerU est égal au onoyau de Frob : M ! M , lequel est de dimension
innie.
D'autre part, si f
0
2 kerU et si  2 A vérie jj
p
< 1, la série
f

= f
0
+ Frob(f
0
) + 
2
Frob
2
(f
0
) +   
30 ANTOINE CHAMBERT-LOIR
onverge dans M et vérie
f

jU = f
0
jU + Frob(f
0
)jU + 
2
Frob
2
(f
0
)jU +   
= 0 + f
0
+ 
2
Frob(f
0
) +    = f

:
Ainsi, pour avoir une bonne théorie spetrale, il faut imposer des onditions
supplémentaires sur les formes modulaires p-adiques. Il faut en partiulier évi-
ter de pouvoir appliquer indéniment l'opérateur Frob à nos nouvelles formes
modulaires. La ondition onvenable, introduite par Dwork dans [5℄, onsiste
à imposer que la forme modulaire p-adique, a priori évaluable aux ourbes
elliptiques ordinaires, se prolonge aux ourbes elliptiques pas trop super-
singulières.
5.2. Dénition des formes modulaires suronvergentes
5.2.1. Rappels sur l'invariant de Hasse.  Sur une ourbe elliptique E=R,
R étant une F
p
-algèbre, le morphisme de Frobenius absolu F
abs
: E ! E
induit un endomorphisme p-linéaire de H
1
(E;O
E
) = !
 1
E
. Si  est une base de
H
1
(E;O
E
), F

abs
() = 
p
F

(), si bien que
F

abs
() 
 

( p)
est un élément bien déni de !

(p 1)
E
. C'est l'invariant de Hasse de E=S. Il
dénit une forme modulaire H de poids p  1 et de niveau 1. Un alul sur la
ourbe de Tate, dû à Deligne, montre que le développement de Fourier de H
est égal à 1.
Soit d'autre part E
p 1
la série d'Eisenstein de niveau 1 et de poids p   1
dont le développement de Fourier est
E
p 1
= 1 
2(p  1)
B
p 1
1
X
n=1

p 2
(n)q
n
:
Modulo p, e q-développement se réduit à 1. Le fait que H et E
p 1
aient mêmes
développement de Fourier implique, en vertu du prinipe de q-développement,
que H  E
p 1
(mod p).
Dénition 5.2.2.  Soient A un anneau p-adique, N > 1 un entier premier à
p et k un entier. Soit aussi r 2 A.
Une forme modulaire p-adique de niveau N , de poids k et de ondition
de roissane r à oeients dans A est une règle qui assoie à tout triplet
(E=B; i; Y ) formé d'une ourbe elliptique E sur une A-algèbre B, d'une stru-
ture  
1
(N)
arith
i : 
N
,! E[N ℄ sur E=B et d'une setion Y 2 !

(1 p)
E
telle
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que Y E
p 1
(E=B) = r, un élément f(E=B; i; Y ) 2 !

k
E
ne dépendant que de
la lasse d'isomorphisme du triplet (E=B; i; Y ) et de formation ompatible au
hangement de base.
5.2.3. On peut évaluer une telle forme modulaire sur la ourbe de Tate
(Tate(q)=A((q)); i
an
; Y
an
);
où
Y
an
= r E
p 1
(Tate(q))
 1
;
e qui a un sens ar la rédution modulo p de la ourbe de Tate étant ordinaire,
E
p 1
(Tate(q)) est une base de !
p 1
Tate(q)
. On en déduit un développement de
Fourier dans A((q)).
Nous noterons M
k
(N; r;A) le B-modules des telles formes modulaires p-
adiques dont le développement de Fourier appartient à A[[q℄℄ et S
k
(N; r;A) le
sous-B-modules de elles  dites paraboliques  dont le développement de
Fourier appartient à qA[[q℄℄. Pour r = 1, on obtient les espaes M
k
(N ;A) et
S
k
(N ;A) étudiés auparavant. Si r n'est pas une unité, les formes modulaires
p-adiques orrespondantes seront dites suronvergentes.
Si r
2
= rr
1
, on dispose d'une appliation naturelle
M
k
(N; r
2
;A) ! M
k
(n; r
1
;A)
en assoiant à une forme r
2
de ondition de roissane r
2
la forme f
1
dénie
par f
1
(E=B; i; Y ) = f
2
(E=B; i; rY ) dont la ondition de roissane est r
1
.
5.2.4. Interprétation rigide-analytique.  Supposons N > 3 dans e para-
graphe. Notons A = W (F
p
) et onsidérons la ourbe modulaire X
1
(N)
A
, que
nous noterons X pour simplier, qui lassie les ourbes elliptiques E munies
d'une injetion de 
N
dans E[N ℄. Dans sa rédution modulo p, X
F
p
, il y a
un nombre ni, disons s, de points orrespondant à des ourbes elliptiques
supersingulières : x
1
; : : : ; x
s
. Pour tout i, hoisissons une oordonnée loale t
i
de X au voisinage de x
i
, de sorte que l'anneau loal omplété de X en x
i
est
isomorphe à A[[t
i
℄℄. Cela identie pour tout i l'ensemble des points de X(C
p
)
dont la rédution modulo p est x
i
au disque ouvert de rayon 1 dans C
p
déni
par jtj
p
< 1.
Si on regarde X(C
p
) omme espae analytique p-adique (rigide), il est loi-
sible de lui ter es disques supersinguliers . On obtient alors un espae
analytique rigide X
1
. Mais on peut enlever des disques plus petits, à savoir
eux dénis par l'inégalité jt
i
j
p
< r, pour r 2 p
Q
. On obtient alors un autre
espae analytique rigide X
r
qui ontient X
1
.
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De plus, sur X(C
p
), on dispose d'un faiseau !, qui est en quelque sorte
l'analytié du faiseau orrespondant sur X.
La omparaison des points de vues géométrie formelle et géométrie rigide
montre qu'après tensorisation par Q
p
, l'espae M
k
(N; r;A) des formes modu-
laires de poids k, de niveau N et de ondition de roissane r s'identie aux
setions (pour la géométrie analytique rigide) de !

k
sur X
r
.
5.3. Bases de Banah
Katz a déterminé dans [12℄ la struture de es espaes de formes modulaires
p-adiques ave ondition de roissane. On a en eet le résultat :
Proposition 5.3.1.  Soit N un entier > 3 et k > 1. Si k = 1, on suppose
de plus N 6 11. Soit A un anneau p-adique et r 2 A un élément non diviseur
de zéro. On a alors un isomorphisme
M
k
(N; r;A) ' lim
  
n
0

1
M
j=0
M
k+j(p 1)
(N ;A)
1
A


A
(A=p
n
A) = (E
p 1
  r):
Cette proposition est la lef d'une interprétation plus expliite des formes
modulaires ave ondition de roissane en termes de formes modulaires las-
siques. Dans toute la suite de e paragraphe  5, nous ferons l'hypothèse que
N > 3 et k > 1, et que si k = 1, alors N 6 11.
5.3.2. Katz prouve tout d'abord que pour tous k et  > 0, l'homomorphisme
injetif induit par la multipliation par E
p 1
E
p 1
:M
k+(p 1)
(N ;Z
p
)  !M
k+(+1)(p 1)
(N ;Z
p
)
admet une setion. Choisissons alors pour tout k une telle setion une fois pour
toute, et notons B
k
(N; + 1;Z
p
) son image. On a ainsi pour tout  > 0 une
somme direte
M
k+(+1)(p 1)
(N ;Z
p
) ' E
p 1
M
k+(p 1)
(N ;Z
p
)B
k
(N;+ 1;Z
p
):
Notons B
k
(N;+ 1;A) = B
k
(N; + 1;Z
p
)
A, on a alors un isomorphisme
j
M
=0
B
k
(N;;A) 'M
k+j(p 1)
(N ;A);
j
X
=0
b

7!
j
X
=0
E
j 
p 1
b

:
5.3.3. NotonsB
rig
k
(N ;A) le sous-A-module de
Q

B
k
(N;;A) formé des suites
(b

) telles que b

tend vers 0 pour la topologie p-adique lorsque !1, 'est-
à-dire telles qu'il existe une suite d'entiers (n

) tendant vers +1 tels que
b

2 p
n

B
k
(N;;A). C'est un A-module omplet pour la topologie p-adique.
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Proposition 5.3.4.  L'inlusion naturelle de B
rig
k
(N ;A) dans le omplété
p-adique de
L

M
k
(N ;A) induit un isomorphisme
B
rig
k
(N ;A) ! M
k
(N; r;A);
1
X
=0
b

7!
1
X
=0
r

b

E
 
p 1
;
ette dernière expression étant la forme modulaire ave ondition de roissane
r dont la valeur sur le triplet (E=A; i; Y ) est donnée par la série onvergente
1
X
=0
b

(E=A; i)Y

:
Corollaire 5.3.5.  Supposons que r
2
= rr
1
et que r
2
n'est pas diviseur de
0 dans A. Alors, l'homomorphisme naturel M
k
(N; r
2
;A) ! M
k
(N; r
1
;A) est
injetif, et s'exprime dans B
rig
k
(N ;A) par l'appliation
1
X
=0
b

7!
1
X
=0
r

b

:
Ce résultat a plusieurs onséquenes importantes. La première est le fait
que le prinipe de q-développement reste valide pour les formes modulaires
ave ondition de roissane (sur un anneau sans p-torsion). De plus, ave la
ondition de roissane donnée par r = 1, une forme modulaire p-adique est
divisible par une puissane de p si et seulement si son développement de Fourier
l'est.
D'autre part, il permet de donner un ritère sur le développement d'une
forme modulaire p-adique image de
P
b

2 B
rig
k
pour que ette forme soit
suronvergente ave ondition de roissane r : il faut et il sut que pour tout
, r

divise b

dans M
k+(p 1)
(N ;A).
Il en déoule aussi le résultat fondamental :
Corollaire 5.3.6.  Supposons que A est un anneau p-adique de valuation
disrète de orps des frations K de aratéristique 0, et soient r, r
1
et r
2
2 A,
r n'étant pas une unité de A, tels que r
2
= rr
1
6= 0. Alors, l'inlusion anonique
M
k
(N; r
2
;A)

A
K  ! M
k
(N; r
1
;A)

A
K
est un homomorphisme omplètement ontinu d'espaes de Banah p-adiques.
5.4. Opérateurs de Heke
5.4.1. On dispose d'une ation de (Z=NZ)

sur M
k
(N; r;A) qui résulte de
l'ation de (Z=NZ)

sur la struture  
1
(N)
arith
.
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Pour les opérateurs T (`), ave ` 6= p, la théorie est essentiellement la même
que elle que nous avons évoquée en 2.3.2.
La théorie du sous-groupe anonique d'une ourbe elliptique pas trop su-
persingulière, due à Lubin ([19℄, voir aussi [12℄) montre que l'endomorphisme
Frob déjà étudié se prolonge en un homomorphisme
Frob : M
k
(N; r
p
;A) ! r
 k
M
k
(N; r;A) \M
k
(N; 1;A)
dès que jrj
p
> p
 1=(p+1)
.
Proposition 5.4.2.  Soit K le orps des frations de A. Si jrj > p
 1=(p+1)
,
l'homomorphisme
Frob : M
k
(N; r
p
;A)
K ! M
k
(N; r;A)
K
est ni étale de rang p.
Ainsi, on peut enore dénir l'opérateur U omme la trae de Frob dénie
par p, d'où un homomorphisme que l'on prouve vérier
U : M
k
(N; r;A)!
1
p
M
k
(N; r
p
;A)
si jrj > p
 1=(p+1)
.
5.4.3. Théorie spetrale.  Supposons que r n'est pas inversible dans A et
jrj > p
 p=(p+1)
. La proposition préédente et le orollaire 5.3.6 impliquent que
l'opérateur U induit un endomorphisme omplètement ontinu de l'espae de
Banah p-adique des formes modulaires p-adiques suronvergentes de niveau
N , poids k et ondition de roissane r. La théorie spetrale de es opérateurs
est due à Serre [23℄ ; ils regroupent à la fois les opérateurs ompats ('est
presque la dénition), d'où une théorie de Fredholm, et les opérateurs à trae
(ar les valeurs propres tendent vers 0 dans K qui est ultramétrique).
En partiulier, on dispose d'un déterminant de Fredholm P (t) = det(1 tU)
qui est un élément de K[[t℄℄ qui onverge pour tout t 2 K et tel que  6= 0 est
une valeur propre de U si et seulement si P (1=) = 0, la dimension de l'espae
aratéristique assoié étant préisément la multipliité de 
 1
omme raine
de P . Ainsi, après tensorisation par K, les formes modulaires p-adiques (ave
ondition de roissane r 62 A

) de pente  2 Q forment un K-espae vetoriel
de dimension nie. C'est ette dimension dont Wan prouve la ontinuité p-
adique, laquelle, jointe au résultat suivant, implique la forme aaiblie de la
onjeture de GouvêaMazur.
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Théorème 5.4.4 (Coleman, [2℄).  Toute forme modulaire p-adique suron-
vergente de poids k dont la pente est < k   1 est lassique.
Il onvient de remarquer qu'une forme lassique de poids k a une pente
6 k 1. Il sut en eet de le faire pour une forme f propre pour les opérateurs
de Heke et de aratère ". Alors, si 
1
et 
2
sont les raines de l'équation
X
2
  a
p
(f)X + "(p)p
k 1
= 0;
les deux formes
f
1
= f   
2
f jV et f
2
= f   
1
f jV
sont propres pour U
p
ave valeurs propres 
1
et 
2
. La somme des pentes étant
k   1, haune a une pente 6 k   1.
5.4.5. Retour sur l'ordinarité.  La théorie préédente s'applique aux formes
modulaires p-adiques ordinaire. Elle implique qu'elles sont suronvergentes,
ave la ondition de roissane r tel que jrj = p
 p=(p+1)
. De toutes façons, la
théorie de Hida implique que les formes modulaires p-adiques ordinaires sont
des formes modulaires lassiques, e qui est le as de pente 0 du théorème
préédent.
Épilogue : le théorème de BuzzardTaylor
Je ne peux terminer e texte sans évoquer un résultat réent de Buzzard et
Taylor [1℄ dans lequel ils onstruisent une forme modulaire de poids 1 à l'aide
d'à peu près toutes les notions que nous avons abordées, et enore d'autres: : :
Théorème A.1 (BuzzardTaylor).  Soient p > 5 et K une extension nie
de Q
p
; notons A l'anneau des entiers de K et p l'idéal maximal de A. Soit
 : Gal(Q=Q)! GL(2; A) une représentation ontinue vériant les onditions
suivantes :
i)  n'est ramiée qu'en un nombre ni de plaes ;
ii) la rédution de  modulo p est absolument irrédutible et modulaire ;
iii)  est non ramiée à p et (Frob
p
) a des valeurs propres  et  distintes
modulo p.
Alors,  est modulaire : il existe une forme modulaire lassique de poids 1,
propre et parabolique, f =
P
a
m
(f)q
m
, un plongement du orps Q(a
m
(f))
dans K tel que pour presque tout nombre premier `, a
`
(f) = tr (Frob
`
).
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A.2. Ce résultat a deux onséquenes immédiates. Tout d'abord, l'image d'une
telle représentation  est nie, ainsi que le prédit une onjeture de Fontaine
et Mazur. En eet, Deligne et Serre [4℄ ont prouvé que les représentations
galoisiennes assoiées aux formes de poids 1 sont uniques et d'image nie.
D'autre part, pour tout plongement de K dans C, la fontion L d'Artin
assoiée à  est entière, puisque 'est le as pour les fontions L des formes
modulaires de poids 1.
A.3. Tâhons de donner les grandes lignes de la démonstration.
Ils montrent tout d'abord l'existene de deux formes modulaires modulo p,
f

et f

, de poids 2 et de niveau Np (N étant un ertain entier premier à p)
dont la représentation galoisienne assoiée est  modulo p. De plus, f

et f

sont propres, la valeur propre de U étant respetivement  et  (modulo p).
Les théorèmes de Wiles, TaylorWiles et Diamond impliquent alors qu'il
existe deux formes -adiques F

et F

de niveau N relevant respetivement
f

et f

dont les représentations galoisiennes assoiées se spéialisent sur  en
poids 1. (Remarquer qu'un relèvement de f

ou f

en une forme de poids 2
sera ordinaire, don s'étendra en une forme modulaire -adique par la théorie
de Hida.)
Le problème est que rien ne garantit que la spéialisation de F

(ou de
F

) en poids k = 1 orrespondra à une forme modulaire de poids 1, omme
l'exemple de MazurWiles le montre.
Les spéialisations f

et f

en poids 1 sont tout de même des formes modu-
laires p-adiques. Mieux, omme elles sont ordinaires, elles sont suronvergentes,
ave une ondition de roissane p
p=(p+1)
(f. 5.4.5).
Ils posent alors
f =
f

  f

  
et f
0
=
f

  f

  
:
On a f
0
= f jV , si bien que f
0
est suronvergente, de ondition de roissane
p
1=(p+1)
. Ils arrivent alors à onstruire une setion g sur les disques supersin-
guliers jt
i
j
p
6 p
 1=(1+p)
à l'aide de f
0
telle que de plus, f et g oïnident sur
les ouronnes p
 p=(1+p)
6 jt
i
j
p
6 p
 1=(1+p)
, d'où une setion rigide analytique
de ! sur toute la ourbe X
1
(p)
C
p
. Le théorème dit GAGA rigide  implique
que ette setion est en fait algébrique, d'où la forme modulaire herhée.
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